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1 Odvozeni 1. Keplerova zakona pomoci Hamiltonovy-
Jacobiho rovnice

Z Newtonova gravitacniho zakona
k

F = ﬁ
odvodime trajektorii télesa, které je vystavené vlivu Newtonova gravitacniho potencialu é
Vyjdeme z hamiltonidnu H = H (r, ¢, p,, py) t€lesa o hmotnosti m nachézejiciho se ve vyse
zminéném potencialnim poli:
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Vsimnéme si, ze hamiltonian (1) explicitné nezavisi na soufadnici ¢. P¥islusna hybnost p,
potom bude integralem pohybu. V hamiltonianu vyjadfime hybnosti pomoci akce S. Plati
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V této chvili miZzeme sestavit Hamilton-Jacobiho rovnici:
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JelikoZ pole gravitacni sily je konzervativni, mizeme rovnici (4) rozdélit na dvé
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a akci hledat ve tvaru S = Sy (r, ¢) — Et. Pro vyraz (6) plati
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a proto mtzeme proménné dale separovat:
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Odtud je ziejmé, Ze p, je skutecné konstantni. Akci nyni zapiSeme ve tvaru
S =—FEt+psp+5,(r). 9)

Zbyva vyjadrit S, (r) z vyrazu (9). Pouhou tpravou obdrzime

S, (r) = / \/ omp 4 2 P (10)
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Derivujeme-li akci S podle zobecnénych hybnosti p, a E obdrzime zobecnéné soutadnice ¢g
a tg. Vyjdeme z rovnice
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Dosazenim (9) do (11) ziskame vyjadieni pro ¢o. Po provedeni derivace budeme mit
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Integral mtzeme vytesit zavedenim substituce u = %
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Déle pfimo integrujeme nebo si feSeni tohoto integralu vyhledame. Dostavame
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Vyraz (14) muzeme upravit do tvaru
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coz je obecna rovnice kuzelosecky v polarnich soutadnicich.



2 Chladnuti homogenni koule

Uvazujme homogenni kouli o teploté 77 = 100°C, ktera je od urcitého okamziku t = 0
ponorena do vody o teploté T5 = 0°C'. Na nasledujicich fadcich budeme modelovat chladnuti
této koule v ¢ase. Vzhledem k symetrii pracujeme ve sférickych soutadnicich. Je zfejmé, ze
problém je plné popsan hodnotami U = U (r,t).

Resime parabolickou tilohu s homogennimi okrajovymi podminkami

AU, = AU,

U (T7 t) = U (_Ta t) y
U(R,t) =0.
I kdyz mé FeSeni fyzikalni vyznam pouze pro r € (0, R), rovnici budeme nejprve fesit na
celém intervalu a pozadovat sudé feseni (prvni okrajovd podminka).

Laplacetiv operator rozepiSseme v polarnich soutadnicich, ptficemz jeho tthlovou ¢ast vy-
nechame. Dosazenim obdrzime
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Reseni rovnice hledame ve faktorizovaném tvaru U = T (t) R (r) a navic zavedeme substituci

R(r) = ulr) Vyjadifme potfebné derivace a nasledné dosadime:
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Vypocitame pravou stranu rovnice
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kde E je konstanta. Obdrzime dvé samostatné obycejné diferencialni rovnice:
E
T + XT = 0, (16)
W'+ Eu = 0. (17)

Rovnice (16) je ODR prvniho fadu, jejiz feseni je ve tvaru exponencialni funkce
T = Coe 3, (18)

rovnici (17) fesime jako ODR druhého ¥adu. Pomoci charakteristické rovnice nalezneme
feseni a vratime se k R = 7. Ziskdme feSeni prostorové ¢asti:
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kde C} a Cs jsou libovolné konstanty.

Konstanty volime tak, aby byly splnény i okrajové podminky. Reseni bude sudé vzhledem
k prostorové proménné pravé tehdy, kdyz v rovnici (19) uvazujeme C; = Cy = C. Pro
jednoduchost polozime C' = % Dostavame
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Déle najdeme takovy tvar F, aby feseni spliiovalo druhou okrajovou podminku. Vztah pro
R dosadime do podminky a obdrzime

sin (VER) =0,
Funkce sinus je nulova jen pro celociselné nasobky ¢isla 7. Odtud ziskdme konstantu E ve
tvaru )
k
(%)
R
kde k € N.
Dostali jsme posloupnost funkci, jez jsou fesenim rovnice vedeni tepla a soucasné splnuji
také okrajové podminky:
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Vzhledem k principu superpozice hleddme konecné feseni (splitujici poc¢atecni podminku) ve
tvaru linedrni kombinace funkci Uj,.
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U (rt) = che_(kw/R)ztsm(k‘ﬂr/R),
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konstanty Cj vypocitame z pocatecni podminky

U(r,0) = 100.



3 Rovnovazna poloha elektronil na sfére

3.1 Uvod

Vytvotreny program v Matlabu pocita rovnovazné polohy elektronti na povrchu sféry. Po-
kud by byly vypocty dostatecné rychlé, je mozné pomoci tohoto programu modelovat hustotu
elektronii na povrchu sféry, ktera je umisténa do libovolného elektrického pole. Vypocty by
byly zvlasté uzitecné v pripadech nehomogennich poli, kdy hustoty nelze spocitat analyticky.
Je také mozné zobecnit vypocty na prostor celé koule.

3.2 Popis funkce programu

Na zacatku je ndhodné negenerovan pozadovany pocet bodu sféry, které urcuji vychozi
polohy jednotlivych elektroni ve sférickych soufadnicich (¢, 0). Jelikoz program paralelné
pracuje také s kartézskymi souradnicemi téchto bodii, jsou provedeny prevody poloh do
kartézskych soutradnic pomoci transformacnich rovnic:

x = Rcos(¢)sin (0),

y = Rsin (¢)sin (0),
z = Rcos (0).

Vychéazime z predpokladu, ze pohyb elektroni na povrchu sféry je ovlivnén pouze teénymi
slozkami elektrickych sil, které vznikaji silovym ptisobenim nabitych elektronti. Pro dany
elektron jsou nejprve spocitany ptispévky velikosti sil od jednotlivych elektront podle Cou-

lombova zikona: )
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P1i vypoctu rovnovaznych poloh lze konstanty volit libovolné, pro pfehlednost jsou vsak
prednastaveny hodnoty e = 1 a k = 1. Elektricka sila ptisobi rovnobézné ve sméru spojnice
obou elektronti. Z hodnot poloh elektronti v kartézkych soutadnicich lze sméry sil snadno
zjistit dosazenim do vztahu:

(562 —T1,Y2 — Y1, %2 — 21)

Z téchto smérovych vektort program stanovi normované tecné primeéty na povrch sféry.
Ty jsou déle nasobeny prislusnymi velikostmi sil a vektorové secteny. Dostavame tecnou
vyslednice sil na dany elektron. Jeho posunuti je dano kolmym primeétem tec¢né vyslednice
do sméri souradnych sférickych vektorti v daném bodé. Souradné vektory v daném bodé
definujeme:

vy = (—sin g, cos ¢, 0),
vg = (cos 0 cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0) ,
v, = (sin @ cos ¢, sin f'sin ¢, cos §) .

Z definice vyslednice bude priimét do sméru vektoru v, roven 0. Vektor posunuti pak na-
definujeme jako dvourozmérny normovany vektor. Posunuti elektronu v dané iteraci je tedy



jednotkové a mé smeér tecné vyslednice sily na dany elektron. Velikosti sil program nezohled-
nuje.

Posunuti je postupné vypocitano pro vsechny elektrony a je sestavena matice posunuti
poléarnich soufadnic elektronti, kterou program na zavér iterace pricte k matici vychozich po-
loh v polarnich soutadnicich. Pocet krokii nastavime tak, aby byla poloha elektronii stabilni.
Na konci program vrati graficky vystup rovnovaznych poloh elektronii.
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Obr. 1:Rovnovazna poloha 100 elektront na povrchu sféry

3.3 Zavér

Zatim se mi nepodafilo program navrhnout dostatec¢né rychly, aby byl schopny efektivné
pocitat i s velkym poctem elektronii. Pro predstavu podle mych hrubych vypocti by pocitani
s 1000 elektrony trvalo kolem 2 hodin a s 10000 se potfebny ¢as blizi 1 dni na bézném pocitaci.
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